Mitteklassikalised loogikad:

sissejuhatus




Sonad ja laused ja tahendus

B | ause tahendus séltub jargmistest asjadest:

Lauses olevate sonade tahendus

Utlemise aeg ja koht

Lause ltleja teadmised

Lause ltleja teadmised kuulaja teadmiste kohta
Uhiskonna teadmised (spetsialistid) jne

Utleja eesmirgid

jne jne

"« "o«

kontekstist jne:

B ysa president on George Bush.

®  prantsusmaa kuningas on rikas.

Selge, et selliste sbnade nagu “koer”, “kuningas”, “mdétlemine”, “rédm”, “punane” jne tdhendus on mittetriviaalne ja soltub



Elementaarsed sdnad, struktuur ja tahendus

B Sinteetilised laused iitlevad midagi olukorra kohta.
B Analiitilised laused on tesed oma struktuuri tattu:
B kuiJaan on elus ja s66b kala, siis ta s66b kala: (A& B) =>B
B KuiJaan on elus ja s606b kala, siis ta on elus: (A& B) => A
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Need analldtilised laused eeldavad, et meil on midagi kindlalt teada sénade “Poissmees”, “kaks”, “pluss”, “neli” kohta:

B poissmees ei ole abielus: Teadmised => (1ga x . P(x) => - A(x))
B ki keegi on poissmees, siis ta on mees:
Teadmised => ( Iga x . P(x) => M(x))

B Koks pluss kaks on neli: Teadmised => (2 +2 =4)




“Elementaarsed” sonad?

o Esiteks: uurime “elementaarsete” sonade tadhendust:

u ja, vOi, jareldub, eksisteerib, iga, ....
(A& B)=>B

B Teadmised => (lga x . P(x) => - A(x))
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B Mida need “&” ehk “ja” jne ikkagi tdhendavad?
Kas nende tdhendus soltub ka kontekstist?

Mis variante nende tahenduse jaoks iildse on?

o Teiseks: kas on veel olulisi “elementaarseid” sonu?




Mitteklassikalised loogikad raagivad elementaarsénadest

u Selgub, et “elementaarsed” sonad polegi nii elementaarsed!
B eil on mitmeid vaimalikke tahendusi
® o veelgi elementaarsemaid “varjatud” sénu sénade “ja”, “vbi” sees!
B clementaarseid sénu on rohkem, kui algul paistab
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Kolm pdhiharu mitteklassikalistes loogikates, mida saab kombineerida:

u harilike elementaarsdonade teised tahendused:

u piiratud variandid

u laiendatud variandid

TP TR 1)

nn substrukturaalsed loogikad, kus “ja”, “v6i” jne lammutatakse tikkideks

sOnad/fraasid “voimatu”, “on voimalik”, “teab” jne




Mis on “klassikaline” loogika?

u Loogikatehted on funktsioonid toevaartustel T ja V.
u Loogikatehted kui funktsioonid on defineeritud tabelitega:
A & B A V B - A A =>B

T T T T T T vV T T T T

T V V T T V T V T V V

vV V T vV T T vV T T

vV V. Vv vV V V vV T V
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Kvantorid on “liihendid” I6pmatu arvu “voi” ja “ja” jaoks:

B Eisisteerib selline x, et P(x): PO)vP(1)vP(2)v...

u Kbigi x-de jaoks P(x): P(0) & P(1) & P(2) & ....




Mis on “klassikaline” loogika?

u Eeldame, et meil on olemas mingid "asjad", mille omadusi kirjeldame.

Kirjeldatavate "asjade" hulka nimetatakse domeeniks. Eeldame, et domeen ei ole tihi (st midagi on ikka olemas).
B predikaadid on funktsioonid asjadest ja asjade listidest tbevaartustele, mida saab defineerida tabeliga a la
P(1)=F, P(2)=T, P(a)=F, .... R(1,a)=T, R(1,b)=F, ...
®  Funktsioonid on funktsioonid asjadest ja asjade listidest asjadele, mida mida saab defineerida tabeliga a la
f(1)=1, f(2)=3, f(a)=1, .... g(a,1)=2, g(a,b)=b, ....

u Mingi valemi F mudeliks nimetatakse kolmikut <D, PT, FT> kus D on mingi domeen, PT on mingi predikaate defineeriv tabel

ja FT on mingi funktsioone defineeriv tabel kdigi D elementide ja F-s olevate predikaatide ja funktsioonide jaoks.




Mis on “klassikaline” loogika?

u Mingi valemi F mudeliks nimetatakse kolmikut <D, PT, FT> kus D on mingi domeen, PT on mingi predikaate defineeriv tabel
ja FT on mingi funktsioone defineeriv tabel kdigi D elementide ja F-s olevate predikaatide ja funktsioonide jaoks.

B vaemFon vastuoluline, kui tal ei ole Uhtegi mudelit.

u Valem F on kooskdlaline, kui tal on vahemalt ks mudel.
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Valem F on tautoloogiline, kui talle sobib iga mudel.




Mis on “klassikaline” loogika?

Naited:

" D=0
B p-qo
® b=
" D=0
|

PT={P(0)=T}
PT={P(0)=T}
PT={P(0)=T}

PT={P(0)=T}

Ei sobi ukski I6plik domeen:

sobib  All x. P(x) v -P(x)
ei sobi All x . -P(x)
sobib All x . P(x)

eisobi ExXEvy.P(x)&-P(y)

D={0,1} PT={P(0)=FP(1)=T}  sobib E x E y. P(x) & -P(y)

N[ x,¥,Z [R(x,y) & R(y,z) => R(x,2)] &

All x,y [R(x,y) => -R(y,x)] &

All x Ex y [R(x,y)].

/1Al x,y [R(x,y) v R(y,x)] &




Mis on “klassikaline” loogika?

B Tsestuste teooria ehk proof theory: ei tegele mitte mudelitega, vaid reeglitega ja jareldustega.

B pshiviisid alus-reeglististeemi esitamiseks loogikas (ja, voi, jareldub jne tdhenduste defineerimiseks):

B Hiberti stiilis: palju aksioome ja vahe reegleid (peam modus ponens)
B Naturaalarvutus: aksioomiks tautoloogia, palju reegleid, jareldused moodustatakse puukujuliselt

B sekventsarvutus: sarnane naturaalarvutusega, kuid jareldusahel on Uks lineaarselt kirjapandav objekt




Model theory and proof theory

B Kaks taiesti erinevat asja:
B Mudelite teooria uurib mudeleid, nende omadusi ja klappimist valemitega (semantika).
B T5estuste teooria uurib jareldusreegleid ja jarelduspuid ning nende omadusi.
u Jareldusreeglite siisteem on korrektne, kui: kui valem A on jareldusreeglite abil tuletatav, siis talle klapib iga mudel.
u Jareldusreeglite stisteem on taielik, kui: kui valemile B klapib iga mudel, siis see valem on jareldusreeglite abil tuletatav.
|

Godeli teoreem taielikkusest (1929, PhD): esimest jarku loogika harilikud reeglite stisteemid on taielikud.




Godeli mittetaielikkuse-teoreemid

u Kaks mittetaielikkuse teoreemi:

B No consistent system of axioms whose theorems can be listed by an "effective procedure" (essentially, a computer

program) is capable of proving all facts about the natural numbers. For any such system, there will always be

statements about the natural numbers that are true, but that are unprovable within the system.
ehk

Any effectively generated theory capable of expressing elementary arithmetic cannot be both consistent and complete. In
particular, for any consistent, effectively generated formal theory that proves certain basic arithmetic truths, there is an

arithmetical statement that is true,m but not provable in the theory (Kleene 1967).

i such a system is also capable of proving certain basic facts about the natural numbers, then one particular

arithmetic truth the system cannot prove is the consistency of the system itself.



http://en.wikipedia.org/wiki/Natural_number
http://en.wikipedia.org/wiki/Consistency
http://en.wikipedia.org/wiki/Complete_theory
http://en.wikipedia.org/wiki/Theory_(mathematical_logic)
http://en.wikipedia.org/wiki/G%C3%B6del's_incompleteness_theorems#cite_note-0

Godeli esimese mittetaielikkuse-teoreemi toestus

B Godeli originaaltéestus:

Throughout the proof we assume a formal system is fixed and satisfies the necessary hypotheses. The proof has three essential

parts.

The first part is to show that statements can be represented by natural numbers, known as Godel numbers, and that properties

of the statements can be detected by examining their Gédel numbers.

This part culminates in the construction of a formula expressing the idea that a statement is provable in the system.

The second part of the proof is to construct a particular statement that, essentially, says that it is unprovable.

The third part of the proof is to analyze this statement to show that it is neither provable nor disprovable in the system.




Godeli esimese mittetaielikkuse-teoreemi toestus

u Stephen Cole Kleene (1943) presented a proof of Gddel's incompleteness theorem using basic results of computability

theory.

One such result shows that the halting problem is unsolvable: there is no computer program that can correctly determine, given

a program P as input, whether P eventually halts when run with some given input.

Kleene showed that the existence of a complete effective theory of arithmetic with certain consistency properties would force the

halting problem to be decidable, a contradiction.



http://en.wikipedia.org/wiki/Stephen_Cole_Kleene
http://en.wikipedia.org/wiki/Halting_problem

Godeli esimese mittetaielikkuse-teoreemi toestus v2

Use the result that we cannot in general decide for a recursive function F if some number x is in the range of F, i.e. there is a set

that is recursively enumerable but not recursive.

We proved the existence of such a set in the previous section and gave the example of the halting problem for computer

programs.

A formal system that is strong enough to state the halting problem for all programs cannot be decidable.

There are statements of the form "program x never halts" that are true but not decidable in the system. If all such statements
were formally decidable then we could decide the halting problem by enumerating all theorems. Eventually (in a finite time)

one of the theorems would be that the program does halt or that it does not halt.




Jareldumine ja pohjuslikkus

B \stame ette “ja”, “voi”, “ei”, “jareldub”.
u Kdige mugavam ja pdhiline on “jareldub”.
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“Jareldub” on filosoofilises mottes umbméaarane sona.
®  Mis tahendab “jareldub”?
B Kas “A-st jareldub B” tahendab, et “A pdhjustab B"?

u Aga: F => T, seega “Kui kuu peal on lehmi, olen mina kolm meetrit pikk”

B pghjuslikkus??

B Kivi kaest lahti laskmine pdhjustab tema kukkumise?

u Aga gravitatsioon? Asjaolu, et kivi pole laual? jne

B | iblika tiivalook Senegalis vdib pdhjustada orkaani Floridas?
|

Kuidas oleks fatalistliku maailmavaatega: kdik on ette maaratud, siis pohjuslikkust justkui polekski?




Esimene teema: loogikasonade piiratud tahendused

Hierarhia:

Klassikaline loogika: kdige vbimsam: kdige rohkem saab jareldada

u Intuitsionistlik loogika: ei kehti, et “A véi mitte A” on alati tosi!
B Relevantne loogika: ei kehti, et “F => T” (lehmad kuu peal ja 3 m)
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Minimaalne loogika: nii vahe saab jareldada, kui veel mdtet on

Uurime neid vaiksemast voimsamale: alt tles




Aksioomidena esitatud loogika (Hilbert)

Uks reegel (modus ponens) ja palju aksioome:
Modus ponens:

kui a=>bja a,siis b

Implication:
)
|

(P>(a>1))>((P>q)>(p>r))

And:
" (psapp

" (pga)q

" pr(a>(psa))
or:

" ppra)
)

|

(p>r)>((9>r)>((p+q)>r))




Kombinaatorid

B (assoc): (X ->Y) -> Z) -> (X -> (Y -> Z))

C (strong comm): ((X -> Z) ->Y) -> (X ->Y) -> Z)
| (identity): X -> X

W (strong contraction): (X->Y) -> ((X->Y)->Y)

K (weakening): (X->Y)->X

Peirce: (A->B)->A)->A




Minimaalne loogika

Jareldusest teame, et:

- p=>p

" (p = (@=n)=> ((p=>q) => (p=>1))




Relevantne loogika

B Fikehti: a=>(b=>a)




Lineaarne loogika

B Eraldi materjalid ...




